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Kapitola 1

Vyznam datovej analyzy

Astronomicka olympiada je v ramci predmetovych olympidd jedinecna tym, Ze sa na nej od
tcastnikov pozaduje znalost ddtovej analyzy. Téato, na prvé pocutie zdhadnd znalost, je ale
v beznom Zivote astrofyzika takmer neodmysliteln. Vseobecne sa pod fiou mysli praca s na-
meranymi ddtami. Vicsinou za ticelom ziskania parametrov, ktoré nedokdzeme priamo merat,
alebo ak chceme zlepsit presnost vysledkov. V astronomickej olympidde je ddtovéa analyza ty-
picky chapané, ako sibor postupov a metéd pre pracu s tabulkami, rysovanie grafov na papier,
odé¢itavanie z grafov, fitovanie, praca s kalkulackou a schopnost odhalovania zédkonitosti z dat.
Oproti typickym teoretickym tilohdm m4 ddtova analyza trochu inti mentalitu, pretoZe presnost
vysledku a spravne urcenie jeho presnosti sa stavia castokrat na absolitny piedestal.
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Obr. 1.1: Zdroj: https://xked.com
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Kapitola 2

Statisticka prvouka

Pred samotnym ponorenim sa do hlbokych vod prace s grafom je ale potrebné obozndmit sa
so zékladmi statistiky. Co je prave td odnoz matematiky, ktord sa zaoberd spracovanim dat
z meran{ za pouZzitia matematiky. Musime zacat najméi zadefinovanim niektorych zdkladnych
pojmov, vzorcov a odvodeni.

2.1 Zakladné pojmy

Strednd hodnota (FE)

Stredna hodnota F je jedno ¢islo, ktoré nejakym sposobom vystihuje vSetky data. Typicky
sa mysli ich ”stred”.

Priemer (f) je jednym z moznych veci, ktoré mozu byt brané ako strednd hodnota.

Typicky, ked sa povie priemer, mdme na mysli aritmeticky priemer. Pozndme totiZ eSte

geometricky priemer a harmonicky priemer. Priemer sa ako strednd hodnota pouziva v

98 % pripadov vo vede a v 99 % pripadov na astronomickej olympidde. Ak mame ¢isla (mera-
nia, data alebo nie¢o podobné) zy, s, ..., xy_1,x,, ktorych pocet je n, potom je aritmeticky
priemer dany nasledujicim vzorcom

Ez—(:c1+a:2+...+a3n,1+:cn):—Exi. (2.1)

Symbol > | x; voldme suma, ktory je len skratenie zépisu, ze s¢itam vsetky ¢isla z;, kde ¢ ma
hodnoty od 1 do n.

Vazeny priemer (Ep) je mozné chapat ako rozsirenie aritmetického priemeru. V tomto

pripade ku kazdému cislu x1, zo, ..., 2,1,z je pridelena jeho vaha pi,ps, ..., pu_1,pn. Vaha
moze byt Tubovolné kladné é&fslo. Mozeme chépat ako uréiti vaznost alebo vyznamnost danej
hodnoty. Uzitocnost toho sa objavi (mimo kvantovej mechaniky) pri skimani dét, kde vieme
stotoznit kvalitu daného merania s jeho vdhou. Potom je vazeny (aritmeticky) priemer zadefi-
novany ako

S (2.2)

<5p) =

Kde zmeny, ktoré si mézeme vsimnut oproti zadefinovaniu (2.1) st, Ze cely sicet nedelim iba
poc¢tom hodnot, ale suc¢tom vsetkych vah. Zaroven kazda hodnota je vynasobend svojou vahou.
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Za zamyslenie stoji, ze ak by vsetky vahy boli rovné jednej, tak potom vzorec (2.2) prejde na
tvar identicky (2.1).

Median (%) je zvysné jedno percento pripadov toho, ¢o sa pouziva ako strednd hod-

nota. Median je hodnota, ktora sa nachadza presne uprostred ako zoradime vsSetky hod-
noty xi, s, ..., x,_1,2,. Inak povedané, presne polovica hodnot je mensia ako medidn a po-
lovica je vicsia ako medidn. Jednoducho je to mozné ukizat na priklade. Ak nase data su
[1,2,5,8,12], potom je medidnom ¢islo 5. Ak by merani bol parny pocet, potom je medidnom
aritmeticky priemer dvojice hodnot uprostred. Na priklade dat[2, 4, 8, 16] je medidnom ¢islo
6.

Chyba merania  (s)

Chyba merania(s) je ¢iselne vyjadrenie toho v akom velkom okoli od zistenej (odmerane;j)
hodnoty sa pravdepodobne nachddza realna hodnota. Je to sposobené tym, ze kazdé
meranie je zatazené najroznejsimi nepresnostami merania.

\.

Chyba merania (S) ‘ Je prakticky najcastejsie brand ako sticet troch typickych chyb!,

ktoré sa mozu vyskytnit v datach. Prvym typickym prikladom chyby je ndhodna chyba

sN, Nazyvand aj statistickd. Druhym prikladom je systematickd chyba sg a trefou moznou
je hruba chyba sy.

Hruba chyba (SH) je kazdé chyba merania, ktord je sposobend nahlou poruchou mera-

cieho pristroja alebo jeho obsluhy. Predstavit si to moézeme ako drgnutie do stola, néhle zasek-
nutie nejakého mechanizmu, alebo prechod kozmickou ¢asticou cez snimaé. Merania zatazené
hrubou chybou st zviicsa lahko rozlisitelné, pretoze ich hodnota je vyrazne odlisna od os-
tatnych. Napriklad, ak opakovane meriam dizku jedného stola meracim pasmom a nameriam
hodnoty [102 cm, 105cm, 103 cm, 2cm, 101 em|, tak zjavne meranie 2cm je chybné. Ci uz to
bolo sposobené zlym zapisanim do zosita (zabudol som na jednotku), alebo poruchou meradla
(nevsimol som si, Ze sa mi meracie pdsmo naspét skriitilo), je potrebné existenciu tohto mera-
nia nejak vyriesit. Zvycajne sa uplne vyskrtne. To je dobré v pripade takto viditelnych chyb,
ale zlozito sa tento proces automatizuje. A to je prave to jedno percento pripadov kedy sa na
urcenie strednej hodnoty pouzije median namiesto priemeru. Medidn je totiz necitlivy (jeho
hodnota sa zmeni minimalne) na takto extrémne uletené hodnoty.

Systematicka chyba (ss) je chyba merania sposobenéd neustale pritomnou odchylkou

meracicho zariadenia, alebo experimentdtora. Predstavit si to mézeme ako keby sme merali
s pravitkom, kde kazda znacka nie je po jednom centimetri, ale napriklad po dvoch. Takze
vlastne meriame vzdy poloviéni hodnotu oproti realite. Ked'ze ale tdto chyba je vzdy rovnakd
pre vietky merania, ddta vlastne mozu byt extrémne presné po odstraneni systematickej chyby.
Problémom ale je, Ze odhalit systematicki chybu je ¢astokrat velmi naroéné. Jeden z postupov
je prave vyuzitie fitovania dat, co bolo spomenuté v kapitole 1 a viac sa rozvedie v casti 6.1.

1V tomto dokumente mierne plynulo prechddzame medzi teoretickymi a praktickymi definiciami. Typicky

vvvvv

najme znalosti potrebné pre datova analyzu na astronomickej olympiade.
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Nahodn4a (Statistickd) chyba (SN) je prave ta chyba merania, ktora sa vyskytuje v

datach najcastejsie (prakticky vzdy) a ktort sa snazime ¢o najcastejsie potlacit. Vznikd z kom-
bindcie véetkych predstavitelnych ruchov, ktoré sa pri merani moézu vyskytnit a nie st hrubou
alebo systematickou chybou. Aby sme si to opit nejak vedeli predstavit. Co ak chceme odmerat
dizku ¢iary na papieri? Co vietko vplyva na spravne meranie? Jednak pravitko je z plastu ktoré
sa moze v zdvislosti od okolitej teploty stahovat a natahovat. Papier taktiez moze menit svoju
velkost kvoli vihkosti. Ciara je nakreslend ceruzkou, perom alebo tlaciariiou, ktoré tiez nedokédzu
vyniest ¢iaru s nekonecéne velkou presnostou. A takto by sme mohli objavovat nové a nové zdroje
chyb cely den. No vo vysledku sa vzdy navzajom séitavaju a odcitavaju nahodnym sposobom
(a sme pri nazve). Vysledkom je chyba, ktord mé niektoré zaujimavé, vyuzitelné vlastnostiZ.
Jedna z nich je, Zze ndhodné chyba je neodstrdnitelnd, iba potlaéitelna. Jej potlacenie je
dosiahnuté néjdenim strednej hodnoty ak meranie opakujeme. Druhou vlastnostou je, ze hod-
notu chyby vieme vypocitat (odhadnit) ak meranie vykondvame opakovane. Castokrat sa ale
stretdvame s inym pomenovanim tejto chyby a to smerodajna odchylka.

Smerodajna odchylka (a‘) ‘ Najcastejsie ked sa rozpravame o chybe v détovej analyze,

mame na mysli prave objekt, ktory sa nazyva smerodajna odchylka, ktord sa stotoznuje s

nahodnou chybou. Je to prave tato chyba, ktori piSeme najcastejsie v zapisoch x + o napr.
5+ 2.

Teraz ale prichddza mierne netrividlna ¢ast. Ako je matematicky definovana. Po prvé si povieme
niekolko predpokladov, ktoré st pre vés aktudlne nepotrebné, ale matfyzicke srdce by mi nedalo
ich nenapisat. Za prvé, nase ddta maji Gaussovo normdlne rozdelenie®. 7 toho vychidza
aj fakt, ze nasledujiice rovnice platia iba pre linedrne veli¢iny (metre, kilogramy, sekundy
a pod.), ale nie pre logaritmické (magnitidy, decibely a pod.) ani cirkuldrne (stupne, radidny
a pod.*). Za druhé, strednd hodnota tohto rozdelenia je zistend z aritmetického priemeru

d4t. Potom smerodajné odchylka merani je dand vztahom

‘ 1 n
o= Q Nz - ®)?. (2.3)
n—1:

Kde je len dolezité sa nezlaknitf jeho prvotnou zlozitostou. Je to len matematicky zapisané, ze
od kazdého merania odpoc¢itam priemer a druhé mocniny tychto vysledkov s¢itam. Nésledne to
vydelim po¢tom merani minus jedna, a na koniec odmocnim. Tento vztah je vhodné si pamiitat,
pretoze je to druhy najpouzivanejsi vztah hned po vztahu pre aritmeticky priemer.

2Tejto ¢asti sa venuje tzv. centrdlny limitny teorém. Jeho princip je zaujimavy, ale uz len jeho formuldcia
je nad ramec, ktory potrebujeme.

3Gaussovo, alebo normélne rozdelenie, ktoré sa ob¢as nazyva aj zvonové rozdelenie, je funkcia toho, s akou
pravdepodobnostou sa vyskytne nejakd hodnota merania, ak redlna hodnota je strednd hodnota a predpo-
kladdme symetricky rozptyl. Vietko to znie zlozito a zmysel to zaéne dévat aZ po prvom semestri Statistiky.
Doélezité su ale dva fakty. Za prvé, vicsina fyzikdlnych merani mé Gaussovo rozdelenie. A za druhé, Ze nasle-
dujice statistické rovnice rataji prave s faktom Gaussovho rozdelenia.

4V praxi na odlisnost cirkuldrnych dat sa neberie ohlad a pouzivaju sa klasické vztahy pre linearne veliciny.
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2.2 Prenos chyby

Castokrat nejaku veli¢inu nevieme zmerat priamo, ale vieme ju len vypoéitat z inych me-
rani. Napriklad objem kvadra viem urcif z merania jednotlivych rozmerov. Dlzkovi hustotu
elektrického odporu vieme zmerat iba z merania dIZky a elektrického odporu, alebo vzdialenost
ku hviezde vieme urcit z merania paralaxy a merania diZky zékladne. Problémom ale je, ze
kazdé, aj tieto elementdrne merania si zatazené nejakou chybou. Logicka otdzka ale nasledne
je, Zze aké je chyba vysledku? K zisteniu toho sa d4 pristipif viacerymi metédami, niektoré
st jednoduchsie, rychlejsie, ale menej presné a niektoré su zlozité, pomalé, ale zato exaktné.
Pre nézornost budeme pracovat s prikladom merania hustoty ako podielu hmotnosti a objemu,
kde nech m = (4,00 £ 0,05) kg a V = (2,0 £ 0,2) m? z ¢oho vysledok je p = 2kgm™3.

Odhad prenesenej chyby ‘ Metoda, ktora je v skutocnosti vyuzivana castejsie ako sa

moze na prvy pohlad zdat. Jej ndzov vypoveda o vSetkom, jednoducho smerodajni odchylku
vysledku odhadneme®. N45 odhad ale nem4 byt ndhodne vymyslené ¢islo, ale m4 sa opierat o
realny svet. Jedna z typickych metéd je pozriet sa na pocet platnych cifier merani a odhadnit,
ze vysledok bude presny na taky pocet platnych cifier, ako najmenej presné meranie.

Pre nas priklad pozndme hmotnost m s presnostou na dve desatine miesta a objem V na jedno
desatinné miesto, potom bude mat hustota p presnost na jedno desatinné miesto, takze

=(2,0+0,2)kgm 3. 2.4
P g

Prenos cez relativnu chybu ‘ T4to metdda je jednoducho spocitatelnd a zaroven exakt-

nejsia, ale je pouzitelnd iba pre niektoré vzorce. Konkrétne iba pre vzorce, kde sa merania
sCitavaju, nasobia a delia. Zakladom je, ze chyby merani o si prevedieme na relativnu chybu

vzorcom § = o, /x. Potom pre Tubovolni dvojicu merani z a z, ktoré maju chyby o, a o, platia
nasledovné vztahy

r+z=1/02+02,

T-z=0,+90,,
x
— =05+ 0,. (2.7)
z

Ked ziskame relativnu chybu vysledku, ti prepoc¢itame naspit na smerodajnii odchylku

vysledku celkom jednoducho. Pre nas priklad s hustotou budid vypoéty vyzerat nasledovne.
Om = om/m = 0.0125 a 0y = oy/V = 0.1. Kedze urcenie hustoty je delenie, tak pouzijeme
vzorec (2.7). Teda 8, = 0y, + 0y = 0.1125. Kedze p = 2kgm ™, potom o, = pd, = 0,225kgm™3.
Vysledkom je teda

p=(2,00+0,23) kgm™? . (2.8)

\min—MAX metoda \ Dalsia metéda, ktorou je v odbornych pracach opovrhované, ale pre

nas bude castokrat extrémne uzitocna sa vola min-MAX. A jej princip je vysvetleny uz v nazve.
. ’ - . , . . o) . ;e s . ’ s ) , ’ ppon
Jediné, ¢o si musime pri nej uvedomit je, ako zavisi nami skimany vztah pre vyslednu veli¢inu

50sobne mam rad anglicky vyraz 'guesswork’, ktory znamend odhadovat ale vedome a na zéklade skiisenosti.
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na dosadzovanych meraniach. Konkrétne, ¢i sa vysledok so zvacSovanim merania zvicsuje,
alebo zmensuje. Predstavme si abstraktny pripad ak veli¢ina z je zavisld na velicindch x a vy,
¢o sa typicky zapisuje stylom z(x,y). Teraz si predstavme, ze z sa zvicSuje ak sa zvicsuje x,
¢o je zapisalné aj ako x /= z . Zaroven z sa zmensuje ak sa y zvicSuje, zapinatelné ako
y = 2z /. Potom zadefinujeme maximélne mozné z ako zyiax, ktoré bude vypocitané z x + o,
a y—oy azapinatelné ako 2yax(x + 0y, y — oy ). Obdobne bude zadefinované zy, (z — oy, y+0y).
Potom ako najpravdepodobnejsiu (stredni) hodnotu definujeme

ZMAX T+ Zmin
_ fmin 2.9
2 Y ( )

a ako chybu definujeme rozdiel tejto priemernej hodnoty od jedného z extrémov, ¢o sa dd zapisat

aj ako

0z = 2 — Zmin =

Metdda sa dd rozsirit na Tubovolny pocet velicin od ktorych je z zévislé. Ak z(a, b, ¢, ..., a, 8,7, ...)
tak,zea /=2 /b /=2 /,c "=z /... Azarovena \= 2z /., 0 \=z2 S,y \=>2 /...
Potom zyax(a + 0,04+ oy, ¢+ 0¢, ..., 0 — 04, f — 08,7 — 0y, ...). Obdobne 2y, len so zdmenou
znamienok.

Na nasom priklade p = m/V vidime oba pripady. Ak sa m zvicsuje, potom sa zvacsuje aj p, ale
ak sa zvacsuje V', potom sa p zmensuje. Takze zadefinujeme p;, ako minimélne mozné, a pyax
ako maximélne mozné . V nasom ndzornom pripade to bude znamenat dosadzovat nasledovne

puin = Ty o = L8O kg™, (2.11)
+ O _
Priax = 7‘7;_—; —225kgm . (2.12)

Co pre nés konkrétny pripad ddva hodnotu (2,02 4+ 0,23) kg m~>.

Obmedzenia tejto metédy st zjavné. Ako prvé, chyby dosadzovanych velicin by nemali byt
velmi velké (velké sa mysli, Zze rad chyby je rovny rddu veliciny). Zdroven vztah pre vyslednu
veli¢inu by mal byt monoténny (¢o znamend, ze vyslednd velicina iba rastie, alebo iba klesa ak
sa zvicSuje jedna z dosadzovanych veli¢in). Takze viditelne vztah by nemal obsahovat funkcie
ako sin alebo cos. A ak &no, tak metédu min-MAX mozZeme pouzit iba na obmedzenej asti,
kde dand funkcia je monoténna.

Vzorec pre prenos chyby ‘ Najdokonalejsim sposobom (a vlastne jedinym matematicky

exaktnym) je vyuzit vzorec pre prenos chyby. Tu je ale dolezité upozornit, Ze vzorec vyuziva

uz znalosti zakladov matematického kalkulu a matematickej analyzy. Na druhi stranu poskytuje
presné vyjadrenie vyslednej chyby. Ak hladdme chybu veli¢iny y zavislej od veli¢in x4, 2o, 3, ...,
zapisatelné ako y(z;), ¢ €[1,n], kde n je pocet velicin od ktorych je y zdvislé. Potom chyba oy

o2 = i[(ji)Z : Ui] . (2.13)

i=1

je vyjadrena rovnicou
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Kde oznacenie % moze byt prave pre niektorych problematické, je to tzv. parcidlna derivacia
a odporticam si k nej ndjst nejaké youtube navody, alebo internetové vyukové materidly ako

napriklad www.parcialne-derivacie.aosk.eu.

2.3 Kombinovanie viacerych merani

Zaujimavym problémom je, ak stojime pred jednoduchou tlohou, kedy mame k dispozicii mera-
nia a ich smerodajné odchylky a nas zaujima ich priemer a smerodajna odchylka priemeru.
K tomuto problému moéZzeme pristipif naivne alebo sa pokisit o exaktnejsiu dvahu.

‘Naivné metoda ‘ Mobzeme si predstavit, ze mame k dispozicii n merani x;, kde i € [1, n]

a kazdé z nich m4 svoju vlastni chybu o,.. Nés zaujima teda ako rychlo odhadnit strednu
hodnotu z zo vsetkych tychto meran{ a samozrejme aj jej chybu oy. Naivne ndm moze napadnit,
ze x vypocitame ako priemer (2.1) jednotlivych merani, teda x = 7. Co ale s v¥slednou chybou?
Tak jej hodnotu mozeme taktiez naivne odhadnit ako priemer jednotlivych chyb, teda oy = 7.

Postup jasny, ale v zdsade sa pri jeho pouziti sami strielame do nohy, pretoze takto vlastne
ddvame rovnakt vahu meraniam s velkou chybou ako aj meraniam s malou chybou.

‘ Vazena metdda ‘ Preto sa sa v seridznej praci pristupuje k vazenému spriemerovaniu.

Asi uz na prvé pocutie je jasné, ze idealne chceme, aby meranie s malou chybou malo vacsiu
véhu. Z hlbokej matematiky ale aj z jednoduchej logiky, kedy chceme byt naozaj prisny k
meraniam s velkou chybou, sa zavidza vdha merania i ako

p=—. (2.14)

2
lop

Potom je vysledné x rovné vdzenému priemeru podla rovnice (2.2), kde vdhou je prave nase
pi podla rovnice (2.14). Comu je ale rovné chyba tohto vysledku? Ked'ze pouzivame vztah pre
vypocet vysledku, musime vztah pre vdzeny priemer dosadit do rovnice pre prenos chyby

(2.13). My si ale uSetrime pracu prezradenim, Ze vysledny vztah pre o, je harmonicky priemer
jednotlivych oy.. Ten vyzera v nasSich premennych ako

e L (2.15)
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Kapitola 3

Zaklady grafov

3.1 Vyznam grafu

Pod grafom zvycajne rozumieme 2D obrazok, ktory zobrazuje body a krivky na ploche. Tie

majui svoje konkrétne miesto uréené dvojicou hodnot [x,y]. Napriklad meranie vzdialenosti
s v Case t mé polohu na grafe [t,s]. Miesto na grafe je urcené osami grafu. Tie su typicky

linedrne (rovnaka vzdialenost na grafe v jednom smere vzdy zodpovedd rovnakému rozdielu
hodnét), a volaji sa vodorovna os (x-ova os) a vertikdlna os (y-ova os). Graf je vo fyzike
alfa a omega odovzdévania zmysluplnej informacie. Co sa ale pod tymto az prilis abstraktnym
pojmom skryva?

Graf moze v skutoénosti mat viacero funkeii. V zasade sa daji vymedzit dva, ktoré st uréitym
sposobom aj ¢asovo oddelené. Grafy sa v nie tak davnej minulosti pouzivali aj ako zdroje
fyzikalnych veliéin. Internet neexistoval a tak ked ¢lovek potreboval vediet napr. elektricky
odpor medi pri nejakej teplote, najjednoduchsie bolo mat krivku na grafe a priamo si to zistit
pravitkom. Takéto grafy si lahko odlisitelné, pretoze ¢astokrat maji husti sief pomocnych
¢iar, viacero kriviek (napr. pre rozne materidly) a obvykle su ¢iernobiele (vid Tavy horny graf
na obrazku 3.1).

V stcasnosti sa ale vyznam grafu mierne posunul (nie len vyndjdenim internetu) do novej
oblasti. Aktudlne sa grafy vyuzivaji najme na nazornu ukazku zavislosti medzi dvojicou
veli¢in. To neznamend, Ze mozeme zahodit presnost, alebo niec¢o podobné. Ale viac to znamena,
ze grafy sa zbavuju casti, ktoré , blokuju“ jasny pohlad na narysované body a krivky. Spravidla
je to odstranenim mriezky a zriedenim skél. Rozsirenim a sledovanim grafov v digitalnej podobe
namiesto tlacenej sa taktiez zavddza vyuZivanie roznych farieb (stdle sa snazime o vysoko
kontrastné), aby sme znazornili rozne rady udajov a/alebo rozne trendové spojnice.

Teraz tu je ale otazka grafov pre datovi analyzu na astronomickej olympiade. Tam sme pre
radost vsetkych zicastnenych niekde uprostred. Zaroven chceme aby vysledna krivka bola
polahky Eitatelnd, ale sticasne chceme, aby sme z nej vedeli s vysokou presnostou a rychlostou
odcitavat a vynasat hodnoty. Ak si ale uvedomime tento vyznam grafu (a, ze to nie je len stitaz
o najkrajsie bodky na papieri), tak vSetky nasledujice kapitoly budi o to zrozumitelnejsie.
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Obr. 3.1: Ukdzka styroch zédkladnych typov grafov z pohladu informécie, ktort sa ndm snazia
predat. Lavy horny je stary typ grafu, ktory slizi na velmi presné odéitanie konkrétnych hodnot.
Pravy horny je typicky, ktory clovek vidi na astrofyzikdlnych prednaskach. To znamend, ze je
zloZity na ¢itanie, ale mal by v sebe niest velmi velké mmnozstvo informécii. Lavy dolny je
ilustracny graf. Vyznacuje sa malou presnostou pozicii a castokrat iba kvalitativnou osou.
Vigcsinou slizi iba na ukazku zavislosti (linedarna, stipajica, klesajica, oscilacie a pod.). Pravy
dolny je konven¢ny graf s ktorym sa vieme stretnit v datovej analyze a ktory kombinuje
jednoduchost, presnost a ndzornost. Zdroj: internet.

3.2 Ako graf nema vyzerat

Ked si ¢lovek s pochopenim preéital prvi ¢ast, tak moze zacat mat predstavu o tom, ako by
graf vyzerat nemal. Samozrejme najlepsia je praktickd ukdzka a tak sa mozeme pozrief na 3.2.
Konkrétne prechmaty je najjednoduchsie vypisat ako bodovy zoznam. Samozrejme je tazké
podchytit vsetko a tak je dobré radit sa aj vlastnou hlavou a nie iba si odskrtdvat zo zoznamu
chyby vynechané v tvorbe grafu.

3.2.1 Chyby osi
e Krivolaké ciary.
e Nie su znazornené smery vzrastajucich hodnot.

e Ciselné hodnoty na osiach sa prekryvajt.
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e Nie st uvedené jednotky.

e Na osi nie je jasna znacka, ku ktorej dana hodnota prislicha.

3.2.2 Chyby kriviek

e Nekontrastné farebnost.

e Prilisné prelinanie sa a z toho prameniaca strata prehladnosti.

e Nevidime body, iba krivky.

3.2.3 Chyby grafovej plochy

e Krivky zasahuju do legendy.

e Legenda je prilis strucnd a ni¢ vypovedajuca.

e Chyba néazov grafu.

Series 1
Series 2
Series 3
Seres 4
Series 5
Series 6
Series 7

=1.000!
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Obr. 3.2: Ukdzka naozaj zlych grafov. Tdto dvojica reprezentuje asi kazdd myslitelnt mylku
akej sa moze clovek dopustit pri tvorbe grafu. Konkrétny vypis chyb nie len na tychto grafoch,

je v zozname 3.2.

3.3 Co na grafe nema chybat

TBD



Kapitola 4

Tvorba osi

Osi grafu predstavuju podklad pre vynéasanie dat tym, ze nam urcuju typ grafu, veli¢iny,
jednotky a skdly. Pod typom grafu budeme uvaZovat iba dvojicu pripadov, a to pravouhly
a polarny, ako je ukdzané na obrazku 4.1, pricom v 99% pripadov sa budeme zaoberaf pra-
vouhlymi (inak nazyvanymi aj kartézske). Na osi musime vzdy napisat aki velicinu zobrazuje,
aby bolo jasné ¢o nam graf zobrazuje. Zaroveii je potrebné napisat jednotku danej veliciny,
opiat z rovnakej pric¢iny. Pod §kalou rozumieme v akom rozostupe a akym stylom vyndsame
hodnoty na osu. V podstate mame opét dvojicu moznosti, bud na osu vynasat jednotku
linearne, to znamena, ze kazdy konstantny posun na papieri je konstantny posun v jednotkéch,
alebo logaritmicky, co znamena, ze konstantny posun na papieri reprezentuje prenasobenie

vynasanej jednotky rovnakou konstantou.

-

A

- = 7 43 b 410 1 3 3 4
-1

Y

Obr. 4.1: Ukéazka poldrneho grafu nalavo a pravouhlého (kartézskeho) grafu napravo.

Co sa tyka samotného sposobu ako hodnoty na osu piSeme, tam sa riadime principmi Tahkej
¢itatelnosti. Najidedlnejsie je pisat ¢isla v takej orientdcii ako sa ¢itaji. Zarovei ak je jed-
notka prilis velkd (&iselne), potom modzeme jednotku skratit bud odéftanim alebo pricitanim
konstanty, alebo vynasobenim, predelenim konstantou, tak ako je vSetko zobrazené na obrazku
4.2. Zaroven sa snazime v pravidelnych rozostupoch na osi zaznacif hodnoty, ktoré ndm budd
slizit nie len pre splnenie zadania, ale aj pre rychlejsiu orientdciu na grafe pocas vyndSania
bodov. Idedlne je osi rysovat pomocou ostrej ceruzky, pricom ich mozeme nésledne zvyraznit
velmi tenkou farebnou fixou, alebo nie¢im podobnym.
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Obr. 4.2: Stvorica prikladov ako moze vyzeraf osa grafu. Prvy, stvrty a piaty s najviac od-
poricané. Druhy a treti je pouzitelny iba ak nemédme inak na vyber. Stvrty a piaty zéroven
ukazuji ako je mozné skritit zdpis vyndsanych hodnot tym, Ze pod osu napiSem konstantu
ktora sa m4 pripocitat ku vSetkym hodnotdm alebo sa maji s ou vyndsobit.



Kapitola 5

Kreslenie bodov

Zakladnym kamenom informécie v grafe si jednotlivé body. Tie reprezentuji najcastejsie
konkrétne merania. Ak si predstavime abstraktny graf zobrazujici zavislost y od z, potom
konkrétne umiestnenie bodov nam hovori o tom, akej velic¢ine x prislicha veli¢ina y. Zo snahy o
¢o najpresnejsie zaznacenie tejto dvojice velicin plynie ako budeme body do grafu znacit. Skrze
tito kapitolu si prejdeme ako spravne, a s ¢im, takyto bod narysovat a ako moze vyzerat, ak
k nemu pridame informéaciu o smerodajnej odchylke.

5.1 Body

Ked7ze kazdy sa moze mylit, tak je vhodné aby ste vase body rysovali ceruzkou (alebo iny
objekt podobny ceruzke), ktori je mozné vygumovat. A nedd mi nezdoraznit jednu zdsadni
vec, ,JE POTREBNE POUZIVAT OSTRU CERUZKU!“

Stale spominame, Ze rysujeme body. No popravde, rysujeme znacky. Tie mozu mat réoznorody
tvar. Dvojica najviac odporticanych je zobrazend na obrazku 5.1. Budeme ich oznacovat ako
iks a krizik. Ich hlavna vyhoda spociva v presnosti s akou vyznacuju konkrétne miesto (tym

je priesecnik dvojice ¢iar). Zdroven je mozné ich rysovat rychlo (a po pravde sa daji s
trochou tréningu a s pevnou rukou kreslit aj bez pravitka). V neposlednom rade je tdto dvojica
znaciek dobre viditelnd a Tahko rozpoznatelnd. Mierny kompromis musi ¢lovek ale urobit pri
samotnom vybere, pretoZe iks je lepsie viditelné na stvoréekovanej mriezke, ale moze sa stat, ze
bude splyvat s jednou z vynesenych kriviek. Na druht stranu krizik viac splyva s milimetrovym
papierom, ale je mensia Sanca, Ze bude splyvat s narysovanou krivkou.

Problematickymi znackami st priklady v obrdzku 5.2. Hoci sa ¢astokrat mozu vyskytovat v
roznorodych pocitacovych programoch ako Excel, Matplotlib alebo Origin, kde ich vyuzitie
je odovodnitelné, ich pouzitie na papieri je problematické z viacerych pohladov. Najvicsim
problémom je nejednoznacénost, ktora ¢ast znacky oznacuje bod merania. Najviac sa to tyka
velkej bodky, trojuholniku alebo §tvorca, eventudlne aj kriizku. Na druht stranu mald bodka je
nevyraznd a na papieri tazko ndjditelnd. Pri kriizku mdme navySe problém s rysovanim
tak malého tutvaru. Pricom presné oznacenie cieleného bodu je stéle problematické. Este mierne
pripustnym objektom je hviezdicka, ale nemd Ziadne d'alsie vyhody oproti iks alebo kriziku a
pritom jej narysovanie trva dvojnasobok casu.

Ako uz bolo raz povedané, idedlne je obmedzit sa na ceruzku pri prvom rysovani. Najvicsie
vyhody si tenkost vynasanej ¢iary a moznost opravy. Moné je nasledné zvyraznenie bodov,
kriviek a osf pomocou naozaj tenkej farebnej fixky. Je potrebné ale postupovat opatrne, pretoze
Smahnutim ruky si moézeme skazit celi pradcu. Medzi nevyhovujice pisacie potreby, tak ako je
vyobrazené na obrazku 5.3, patria pera, hrubé fixky, gélové perd a tupé ceruzky.
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Obr. 5.1: Nazorna dvojica spravnych znaciek pre body na grafe. Nalavo je iks a napravo krizik.

5.2 Chybové tsecky (Error bary)

Ked sa presunieme k rysovaniu nielen znaciek bodov, ale aj ich smerodajnych odchylok,

vela veci sa popravde nemeni. Pretoze v zdsade bod merania zazna¢ime naSou oblibenou
znackou ako je napriklad iks alebo krizik a k nej prirysujeme dodato¢né tsecky v ose,
v ktorej ma dany bod smerodajnii odchylku. Pricom tdto usecka by mala mat idedlne jasne
vyznacené zakoncenie. Existuji dve vhodné moznosti, tak ako je zobrazené na obrazku 5.4.

Ako pri bodoch, aj chybové tisecky by mali byt jasne viditeIné na grafe, mali by mat jasné
ohranié¢enie (predsa len koniec chybovej tsecky je taktiez nejaky konkrétny bod) a mali by
sme byt schopni ich rychlo narysovat. Preto aj velmi efektivnou znackou je na konci chybove;
tisecky oby¢ajnd, kolmé ¢iarka. V digitdlnych grafoch sa méZzeme stretnit aj s inymi sposobmi
zaznacenia smerodajnej odchylky, ale pre ruc¢né rysovanie st nevhodné.

Len na rychle pripomenutie, chybové tsecky nemusia byt okolo bodu symetricky. Vo
fyzike je velké mnoZstvo pripadov, ako napriklad nelinedrne veli¢iny, niektoré meracie metddy
a pod., ktoré generuji asymetricki chybu.
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Obr. 5.2: Niekolko ukazok nevyhovujicich znaciek bodov. Zlava, zhora to je mald bodka, velka
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Obr. 5.3: Stvorica nevyhovujiicich znaciek. Problematické je hlavne pouzitd pisacia potreba.
Zlava doprava to je pero, fixa, gélovka a tupa ceruzka.

Obr. 5.4: TBD.



Kapitola 6

Rysovanie kriviek

Praca na grafe ale nekonéf iba robotickym narysovanim os{ a bodov, ale moze pokracovat tzv.
urcenim trendovej spojnice, zndmym aj ako fitovanie!. Vysledok tohto urcenia (fitovania)

je trendova spojnica (fit), ktorda mé ako hlavni tlohu reprezentovat data jednoduchsim
tvarom ako keby sme len vSetky data medzi sebou pospéjali. Hlavna motivécia je ndjdenie
skrytej zavislosti v ditach. I ked viésinou musime mat uréiti predstavu, aky typ zdvislosti v
déatach hladdme, alebo aspont musime mat profesiondlny tip. Nemenej dolezité je aj odstranenie,
alebo asponl minimalizovanie, va¢siny chyb, ktoré sa v ddtach mozu nachadzat. Jednak mini-
malizujeme nahodni chybu, ale casto odstranujeme aj systematicki chybu tym, ze
fitujeme funkciu, ktord je o nieco komplikovanejsia ako ocakdvame, Ze sa ddta budud sprévat.
Prikladom moze byt fitovanie funkcie y(z) = az + b i ked otakdvame y(xr) = ax, pretoze
konstanta b bude reprezentovat systematicki chybu.

Len na pripomenutie, Ze v nasledujicej kapitole budeme pouzivat oznacenie y(z) ako veli¢ina
y zavisla od nezavislej premennej z. VSetky ostatné pismena ako a,b,c,d,...,a, 3,7,... st
konstanty. Pricom plati, Ze zdpisy y a y(x) budeme volne zamienat, ale stdle méme na mysli
rovnaku veli¢inu.

6.1 Linearna zavislost

Linearna krivka, typického tvaru,

y(x) = ax + b|, (6.1)

mé jednu velkd vyhodu a tou je, Ze si pracu mozeme extrémne zjednodusit pouzitim pravitka.
Hlavné pravidla pri rysovani idedlneho fitu s, ze chceme aby naSa krivka nebola d’aleko
od ziadneho bodu na grafe (mimo tie, ktoré vyhodnotime ako hrubé chyby). Exaktnejsie sa
d4 povedat, ze nepravdivost, alebo ur¢itd nepravdepodobnost fitu narastd s druhou mocninou
vzdialenosti od bodov okolo, preto je lepsie, aby sa fitovans krivka mierne odd’alovala od mnoho
bodov, ako by sa mala odd’alovat vela od par bodov. Druhé pravidlo, ktoré je o trochu volnejsie,
no zvykne sa hodnotit je, Ze mnozZstvo bodov nad krivkou a pod krivkou by malo byt
rovnaké.

1Slovo fitovanie je poslovenéenim anglického vyrazu fit, ktory mé rovnaky vyznam. Fitovanie nendjdete sice
v slovenskom slovniku, ale vo vede je extrémne rozsirene. A to az tak, ze niektori vedci nepoznaji vyraz trendova
spojnica.
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6.2 Polynémy

Akonshle nemdme doc¢inenia s jednoduchou linedrnou zdvislostou, ale s jednoélennym po-
lynémom tvaru (kde o moze byt Tubovolné &islo spomedzi redlnych éisel)

y(x) = Bz |, (6.2)

potom uz nebudeme schopny presne narysovat fit na papier, alebo 4no? Skisme teraz urobit
jeden trik a obe strany zlogaritmovat?, tak ziskame vztah

log(y) = log(Bz®) . (6.3)

Na prvy pohlad to vyzera horsie, nesmieme ale zabudnit na vlastnosti logaritmu. Konkrétne

log(z - w) = log(z) +log(w) ; log(z") = w-log(z) . (6.4)

Ked tieto znalosti aplikujeme na (6.3), polahky vidime, zZe je vztah prepisatelny na

log(y) = alog(x) + log(8)|. (6.5)

Ked sa teraz budeme na tento vztah chvilu pozerat s ¢istou hlavou, moézeme si vsimnut, Ze
sme prave dostali linedrnu rovnicu. Pytate sa kde? Skisime si to zvyraznit.

log(y) =a log(z) +log(B),

/ /

Y =a x +b.

Ak uskutoénime jednoduché a dovolené (s jednou podmienkou o ktorej si este povieme) pre-
znacenie, potom sme opit v pripade linedrnej zavislosti 4/ = ax’ + b, akurdt len musime nase
merania transformovat, konkrétne zlogaritmovat a vynasat prave tieto zlogaritmované hodnoty
do grafu. Tvorime tzv. log-log graf v ktorom su obe osi zlogaritmované. Zaroven nesmieme
zabudnit, Ze jednu zo zistenych konstant fitu b musime preniest naspit do povodnej formy.
Teda stane sa mocninou zékladu nésho logaritmu. Ak sme pouzili prirodzeny logaritmus In

potom plati 3 = e®, ak sme pouzili dekadicky logaritmus, potom plati 8 = 10°. Konstanta a

je priamo rovna konstante o, len nesmieme zabudnit kde je jej miesto v povodnej rovnici. Hoci
to moze celé vyzerat komplikovane, je potrebné si to osvojit, ked Ze velké mnozstvo fyzikalnych
zékonov sa riadi préve takouto zdvislostou.

Dve podmienky na ktoré si musime dat pozor. Za prvé, ze x ktoré logaritmujeme nesmie

formélne mat akikolvek fyzikdlnu jednotku. Napriklad ak logaritmujeme periédu P, potom

musime v skuto¢nosti logaritmovat velicinu P/t, kde t je akdkolvek zdkladna ¢asova jednotka,
napriklad jeden defi alebo jedna sekunda a pod. Za druhé, Ze do logaritmu mozeme vkladat

iba kladné hodnoty, teda nulové a zaporné hodnoty si zakazané.

2Viac o logaritmoch a ich vlastnostiach sa vies dozvediet v sekcif 8.1
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6.3 Exponenciidla a logaritmus

Jedno zasadné pravidlo, ktoré sa ¢lovek nauci vo fyzike je, zZe takmer vSetko je exponenciala,
preto sa aj v ddtovej analyze mozeme castokrat stretnit so vztahmi v tvare exponencidly alebo
logaritmu.

6.3.1 Exponenciala

Prvym pripadom je vztah s exponenciondlou, typicky v tvare

y(x) = By (6.6)

Kde v je konstanta ktorej sa nasledne zbavime. Postup uz moze byt mierne jasny; logaritmu-
jeme. Cim ziskame vztah

log, (y) = log, (87" , (6.7)

kde opétovne vyuzijeme vztahy pre logaritmus (6.4) a ziskame vztah

(6.8)

log, (y) = ax + log, (B)

pri ktorom opét vieme pristiipit k premenovéavaniu a tak vytvorit ekvivalent linedrnej zavislosti.

log.,(v) =a T +log, (8),

Y =a T +b.

Z toho vidime, Ze op#t sme pri linedrnej zdvislosti, tentokrat ale nam staci vynasat zlogaritmo-
vané hodnoty iba na osu y, pretoze x je v zakladnom stave. Tento typ nazyvame log-lin graf.
Opit ale nesmieme zabudnit na spitni transformdciu po tom, ako odrdtame hodnoty z grafu.
Zaroven si ale musime vSimnit, Ze sme logaritmovali so zakladom ~, aby sme sa zbavili
konstanty v povodnom zadani (6.6). Typicky sa ako zdklad pouziva ¢islo 10 alebo ¢islo e.

6.3.2 Logaritmus

Druhym moZnym pripadom je logaritmus priamo vo vySetrovanom vztahu

y(x) = alog,(x) + B, (6.9)

kde si mézeme ihned v&imnut, Ze do grafu budeme vynésat zlogaritmované hodnoty x, potom
uz nemusime ni¢ d'alsie riesit. Nézornejsie je to vidiet, ked premenujeme log(z) na 2’

Yy =« 10g7<$) +5,

/

Y =a x +b.

Teraz uz vidime, Ze ak nafitujeme linedrnu zavislost y = az’ + b a odéitame hodnoty a a b z
fitu, potom bez rozmyslu pozndme hodnoty o = a a 8 = b z povodného vztahu (6.9). V tomto

pripade to nazyvame lin-log graf.
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6.4 Kreslenie kriviek od ruky

6.5 Spojnica bodov

Zakladné pravidlo je, body v grafe nespdjame. 1 ked ¢lovek moze mat z programov ako
Excel odpozorované, ze body na grafe st pospajané ciarou, ktora prechadza kazdym bodom
postupne, nie je to vhodny postup, pretoze my nemame informaciu o tom ako sa skiumany
jav sprava na miestach, kde merania nemame.

6.5.1 Kuzelosecky

Tu ndm neostéva ni¢ iné iba sa spolichat na vlastni pevni ruku. Pod kuzeloseckou rozumieme
elipsu, parabolu a hyperbolu. Pricom parabola je polyném, takze to uz mame pokryté a

ostava nam iba elipsa a hyperbola. Kazda z nich méa svoje Specifické vlastnosti, ktoré nam mozu
pomoct pri ich rysovani.

Elipsa
Nakreslime uzavrety oblucik, ... TBD

Hyperbola

Zakladnou vlastnostou hyperboly, ktorti mézeme vyuzit je, Ze v nekonecéne sa stéle viac a viac
podoba linedrnej zavislosti, ... TBD

6.5.2 ,,Nestandardné zavislosti*

Ak méme dostatok bodov a zdrovein mame informdciu o tom aku zavislost v nich mame hladat,
potom sa mozeme pokusit urobit fit volnou rukou. Musime mat na mysli zdkladné met6dy

fitovania a vlastnosti zavislosti, ktoru fitujeme. Z takéhoto naozaj ruc¢ného fitu je nasledne
taktieZ mozné odéitavat hodnoty uréitych parametrov danej zdvislosti, len musime ratat s
typicky vécsou chybou. Nazorna ukazka povie viac ako cely odstavec textu a tak si vysvetlime
zakladné koncepty na fitovani Gaussovej zavislosti na fotometrickych datach v grafe 6.1.

TBD
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Obr. 6.1: Nézornd ukdzka fitu ,,volnou rukou“ (pomocou grafického tabletu pripojeného k
pocitacu) Gaussovou zdvislostou. Z takéhoto fitu je mozné odéitat parametre ako je napriklad
A, teda vyska krivky a FWHM, teda sirka v polovici vysky krivky.
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Odcitavanie z grafu

Akonshle mam nas nddherny graf hotovy aj s narysovanou linedrnou zavislostou, je nacase
odéitat aké parametre sme to prave nafitovali. Prakticky existuje iba dvojica moznosti ako to
vykonat, pricom prvou je odéitanie z grafu pomocou dvojice bodov a druhé je odéitanie z grafu
pomocou jedného bodu a uhlu narysovanej priamky. Vysoko odporticam vyuzivat prvii metédu,
pretoze je jednoduchsia a je v nej menej miest, kde sa ¢lovek moze pomylit. No moze nastat
situdcia, kedy sa nakoniec viac oplati prave druhd moznost.

7.1 Odcitanie z grafu pomocou bodov

Predpokladdme zékladny vztah pre linedrnu funkciu

y(r) = Az + B. (7.1)

Najjednoduchsie je na nej ndjst dvojicu miest [x1;y1] a [z2; y2]. Idedlne tak, aby jeden bod bol
na zac¢iatku a druhy na konci priamky. Potom vieme vypocitat A a B z hodnot xy, yi, T2, 9.
Ku konkrétnej rovnici dojdeme ked si napiSeme zadany vztah (7.1) pre obe dvojice.

h=Ar1+B ; y=Ars+ B. (7.2)

Nésledne odéitanie y; od ys vrati vztah

Y1 — Ya = A(SL’l — Ig) y (73)
ktory je lahko upravitelny na tvar
A — Y — Y2 . (74)
L1 — Lo

Z ktorého po spitnom dosadeni do vztahu (7.3) ziskam

Y

L1 — Lo

B = Y1 Ly |. (75)

7.2 Odcitanie z grafu pomocou uhlu

Prakticky nepotrebné, zaujimavé teoreticky. TBD
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O~ O

Nestandardné veliciny

Astronémia je zndma svojimi podivnymi veli¢éinami. Pokial sa jednd ale iba o naskdlovanie ne-
jakej veliciny zo systému SI, tak sa nejednd o ziaden problém (az na bolesti hlavy pri prevadzani
jednotiek). Skryté problémy sa ale mézu vynorit v momente, ked nasa astrofyzikdlna jednotka
je v zlozitejsom vztahu, napriklad v logaritme.

8.1 Logaritmy

Najprv si prejdeme rychlokurz matematiky. Zakladna operéacia je s€itanie. T poznd hadam
kazdy z vas. Scitanie vyzera nasledne
2+2=4. (8.1)

Pricom sa d4 tato operdcia polahky roztiahnut na viac ¢isel nasledovne

242+2+2=8. (8.2)

Ak st éisla, ktoré séitavame vietky rovnaké, potom vieme takéto opakované séitavanie zapisaf
) )
jednoduchs§im sposobom, nazyvanym nasobenie. To vyzera nasledne

4.2=38. (8.3)

To ¢o sme zapisali je, ze séitavame Styri dvojky (alebo dve stvorky, pretoze operdcia nasobenia
je komutativna na telese redlnych ¢isel). V nasom priklade si ale vieme povsimnit este jedne;
veci; a to, ze 4 = 2 - 2. Teda predchédzajici priklad sa d4 zapisat aj ako

2.2.2=8. (8.4)

Kde by to nebola matematika, ak by si nevytvorila aj sposob ako zapisat opakované ndsobenie
rovnakym ¢islom. Tomuto hovorime umocnovanie. tento krat nasobime medzi sebou tri dvojky

a tak bude vyzerat nasledovne
28 =8. (8.5)

Ku kazdej z tychto operacii existuje aj jej ndprotivok, jej inverzna operacia. T4 nam dovoluje

riesif rovnice s tymito operdciami. Pre séitavanie to je odéitavanie

2424242 =8=2r=8-2-2-2=2. (8.6)

Pre nasobenie to je delenie
r-2=8=10=8/2=4. (8.7)
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A pre umocnovanie to uz je o nieco komplikovanejsie. Mame totiz dvojicu inverznych operacii,
podla umiestnenia nezndme;j (pretoze uz dlhsie nie je pravda, ze 23 = 8 # 32 = 9). Dvojica
inverzii sa nazyva odmocnina a logaritmus. Ako prvé si ukdzeme o nieco menej zaujimavé

odmocnovanie.
P =8=V8=r=>1=2. (8.8)

Ta druha inverzia nas ale zaujima aktualne o nieco viac. Logaritmus nasledne vyzera ako

2" =8 =1log,(8) =z =2 =3. (8.9)

Tymto zdihavym tivodom som cheel ukézat, ze logaritmus a logaritmické jednotky (jed-

notky, ktoré st logaritmom inej fyzikalnej velic¢iny) sa lisia od klasickych jednotiek, nazyvanych
aj linearne. Jeden z pre nas najzavaznejsich dosledkov je, ze takéto jednotky nemozno jed-
noducho séitavat. Inak povedané

log(a) + log(b) # log(a + b) . (8.10)

V realite si moézeme ndjst ako vyzerd scitavanie logaritmov na internete alebo jednoducho v
predchéadzajicich kapitolach.

log(a) + log(b) = log(a - b)|. (8.11)

Preto na logaritmické jednotky neplatia ani priamociaro vztahy zo Statistickej prvouky 2.1. Ak
chceme n4jst scitanie logaritmickych velic¢in (log(a + b)), musime na to fst tak, ze kazdy ¢len si
prevedieme naspit do linedrnej jednotky. Efektivne to ndsledne vyzera takto

a=1n(a), =n(b) = In(a + b) = In(e™ + ) . (8.12)

Za zdoraznenia predpokladu, ze nasa logaritmicka veli¢ina je prosty prirodzeny logaritmus. Ak
je nasa veli¢ina o nieco komplikovanejsia, ako napriklad magnitida, potom sa aj vzorec na
scitavanie komplikuje do tvaru

m = —2,510g10<10% 4 10%) . (8.13)

8.2 Uhly

Dopredu upozorinujem, ze tato sekcia, v prostredi pozadovanej presnosti na astronomicke;j
olympidde a ani na IOAA, nemé zmysel. Dalo by sa povedat, Ze je to takd doplnkovd sek-
cia uréend viac ako zaujimavost, nez ako nie¢o nutné aplikdcie.

Ako prvii vec si musime predstavit mali ukazku pokrocilej matematiky, a to komplexné cisla.

Komplexné cisla su zlozené z realneho cCisla, aka normalneho cisla a imaginarneho cisla.

Imagindrne ¢isla st priklad toho, Ze ak matematici nemajui ¢o robit, vyrobia si problémy sami.
Takéto komplexné ¢islo mé vo vSeobecnosti tvar

z=a-+1b. (8.14)
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Kde i je tzv. imagindarna jednotka. Alebo aj odpoved na to, comu je rovné 4/(—1). Aby sme
boli tplne késer, je to rovné +i.

Medzi jedny z mnohych vlastnosti je, ze ak reédlne ¢isla existuji na €iselnej ose (nekoneénd
priamka ¢isel), potom komplexné ¢isla existuju na ploche, v tzv. komplexnej rovine. To ma
mnoho velmi peknych dosledkov, ktoré st ale prilis nadlho a tak ich tu preskoc¢ime. V zévere
ale dojdeme k dvojici zisteni a to, Ze komplexné ¢isla si zapinatelné ako

z=a+1-b=rl[cos(p)+i-sin(p)] . (8.15)

Alebo dokonca inak zapinatelné ako

z=a+i-b=r-¢e"%. (8.16)

Kde za povsimnutie stoji aj nie¢o ¢o sa dé nazvat ako zdkon zachovania informdcie. Tak
ako v prvom zapise nepozname dve veli¢iny a a b, tak v druhom zapise nepozname r a ¢. Tieto
dve zapisy su ekvivalentné tomu, ze ¢i nase komplexné ¢islo v ploche reprezentujeme kartézsky
alebo polarne.

Co to mé docinenia s uhlami? Predsa préve nase ¢ v zapise komplexného &fsla. Problémom totiz
pri snahe séitavat uhly je, Ze uhly majui jednu zaludnt vlastnost. T si ukdZeme na stupiioch,
ale vsetka preberand matematika funguje iba ak pracujeme v radianoch. Problémom totiz
je, ze 360° = 0°. Hovorime, ze uhly si modulo aritmetika. Teda, ze identické hodnoty sa

opakuju s uréitou periédou. Uhly v tomto nie si jediné, staci si spomenit napriklad na hodiny.
Ak ku akémukolvek ¢asu pripo¢itame dvadsat styri hodin, dostaneme rovnaky ¢as. Tato modulo
vlastnost nam opit komplikuje Zivot ak chceme poéitat Statistiku na nich!. Preto existuje celd
samostatnd vetva matematiky, nazyvana cyklicka, alebo smerova statistika. Ak teda chceme
zistit priemer a smerodajni odchylku pri praci s uhlami, otvorime si wikipédiu a néjdeme si
to tam. V praxi to vyzera tak, ze prejdeme ku komplexnym ¢islam a pracujeme s nimi. Takze
konkrétne vztahy vyzeraji nasledovne

1, . . . ) 1 & .
Q= Arg( (e“pl +e?2 4+ et ew“)) = Arg (— Z ew“> . (8.17)
n

n k=1

Kde funkcia Arg(z) vracia prave uhol z komplexného zapisu ¢isla. Teda a = Arg(r - e'). Ak
chceme zistit smerodajnt odchylku, opéf nazrieme na Wikipédiu a odhalime vztah

1<
0, = | —2In (E > e“"k> . (8.18)

k=1

Tieto vztahy sme len opisali z literattry, pretoZe ich odvodenie je uz nadmieru zamerania tohto
dokumentu. Tak isto ako aj ich pouzitie.

1V praxi sa castokrit tplne ignoruje potreba $pecidlneho pristupu ku statistike na uhloch, pretoze ak
pracujeme s malym rozptylom uhlov, potom je chyba minimalna.
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Praca s kalkulackou

KedZe je vam povicsine casu nejaky typ vedeckej kalkulacky po ruke, tak je rozhodne roz-
umné ju vediet naplno vyuzit. Hlavnd dvojica 1loh, pomimo schopnosti poéitania prikladov,
je moznost riesit neanalytické rovnice a tvorba Statistiky. V tejto kapitole si prejdeme
zékladné postupy pre obe pripady. Je nutné mat na pamiiti, Ze nizsie spomenuté postupy st
obmedzené iba na viac vybavené, vedecké kalkulacky a zaroven, ze nie kazda kalkulacka je
rovnaka v zmysle rozlozenia ovladacich tlacidiel.

9.1 Numerické rieSenie rovnic

Zjednodusene sa dé povedat, 7Ze kazda rovnica sa d4 riesit jednou z dvoch moznosti. Analyticky
alebo numericky. Riegif rovnicu analyticky je pravdepodobne préave sposob ako si pamététe zo
skoly. Znamena to, ze pred nami polozenu rovnicu pomocou aritmetickych tprav upravime

do podoby, kde na jednej strane mame neznamu a na druhej iba zname veli¢iny. Prikladom
moze byt nasledujici problém

4

%—64:0 / + 64, (9.1)
64

— =04 /-, (9.2)

64 = 642° /=64, (9.3)

1 =27 A/ (9.4)

+l=zx (9.5)

Kde sme zadali nejaki rovnicu. Zapis typu, ze na jednej strane je nula je pre vyssiu matematiku
typicky. S touto rovnicou sme nasledne robili upravy, ktoré nam ju previedli na pozadovany
tvar. Za zmienku stoji povedat, ze ako prvy krok sme mohli pokojne najprv delit 64 a aZ
néasledne pricitat 64. To je opit bezné, Ze k vysledku existuje viac ako jedna cesta. Zaroverii,
hoci sme zacinali s relativne jednoduchou rovnicou, vidime, ze mame dvojicu rieSeni na konci.
Na pripomenutie, takiito rovnicu, ktorej rieSenie vieme najst pomocou aritmetickych tdprav,
volame analyticka.

Druhym pripadom je ak mdme rovnicu, ktord je nemozné takto upravit. Takito rovnicu
nazyvame neanalytickd, alebo aj iba numericky riesitelnd (numericky vieme riesit aj
analytické rovnice). V astronémii typickym prikladom moze byt

cos(x) —x=0/+x,

cos(x) = z.
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V tomto momente sme ale skonéili. Nevieme urobif uz ziadnu tdpravu, aby sme izolovali x.
Preto sa musime spolahnit na sadu roznych postupov, ktoré ndm odhalia vysledok. Ale pozor,
ziskany vysledok bude prakticky vzdy iba aproximdciou reilneho vysledku. Neprezradim vela
ak poviem, ze ocakavany vysledok je x ~ 0,739085 rad, ¢o v stupnoch predstavuje x ~ 42°, teda
odpoved na otdzku Zivota, vesmiru a vobec.

9.1.1 RiesSenie tipovanim

Této metéda funguje presne tak ako znie. Jednoducho sa snazis tipovat stdle presnejsie a pres-
nejsie az pokial nie si s presnostou spokojny. Vyhody tejto metddy st jasné, na pochopenie je
to najjednoduchsia vec, na druht stranu rychlost s akou ¢lovek dospeje k pozadovanej presnosti
je mald a zaroven je lahké sa stratit a zamotat pri skusani. Na nasom priklade cos(x) = z to
bude tdto metéda vyzeraf nasledovne. Viem si predstavit, ze funkcia cos na ma hodnoty od
—1 do 1, takZe aj  moze lezat iba medzi —1 a 1. Pre vieobecnost budeme samotni metédu
ukazovat na verzif cos(x) — z = 0. Ak si ako prvé tipneme

1 =05 = cos(zy)—x ~0.378, (9.8)

¢o nie je prave najlepsie. Tak skisme ist ku mensim ¢islam. Nech

x9 =04 = cos(ry) —xe ~ 0.521, (9.9)

teda ako vidime, sme na tom este horgie. TakZe musime {st opa¢nym smerom

x3 =006 = cos(r3z)—x3~ 0.225, (9.10)

¢o je o dost lepsie. Takze pokracujeme

x4 =07 = cos(ry) — x4 ~0.065, (9.11)

¢o znamend, ze uz sme dost blizko. Pre

x5 =08 = cos(rs) — w5 ~ —0.103, (9.12)
to ale vyzera, ze sme prestrelili. Takto vieme, ze vysledok pravdepodobne lezi medzi 0,7 a 0,8,
pricom ak sa pozrieme na vysledky z4 a x5, tak vieme si tipnut, Ze vysledok bude blizsie ku

0,7. Tipnime si teda
r¢ = 0,74 = cos(xg) —xg ~ —0.002, (9.13)

ktory si vieme povedat, Ze je dostatoéné presny.

9.1.2 Iterativna metdda

O nieco lepsim pristupom je iterativna metdda. Zalozena je na myslienke, Ze ak sa ndm podari
osamostatnit nezndmu z na jednej strane, pricom na druhej strane mézeme mat Iubovolne
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komplikovany vyraz, ktory obsahuje aj nasu nezndmu, potom je mozné opakovane vkladat
vysledok tohto vyrazu opif do tohto vyrazu, teda iterovat. Pre nas priklad to predstavuje
cos(x) = x. Teraz si tipneme iba nulty odhad zg = 0,5, vychddzajic z podobnej logiky ako
minule. Teraz tento odhad dosadime do lavej strany rovnice (nés komplikovany vyraz), za
ziskania vysledku

cos(zg) = x1 ~ 0,878. (9.14)

Takto sme ziskali nds druhy odhad. Ten opit vlozime do lavej strany ako

cos(rq) = xy ~ 0,639. (9.15)

Je mozné vsimnut si postupné priblizovanie k spravnemu vysledku.

Najvicsi trik ale nastdva prave v spojeni tejto metddy a funkcie (Ans), ktori ndjdeme na

vécsine modernych kalkulaciek. (Ans) totiz v sebe ukryva vysledok predchadzajiceho prikladu.
Teda ak do kalkulacky zadame xg = 0,5 a stlacime rovna sa alebo iné tlacidlo na vypocitanie
vysledku, teraz je tdto hodnota uloZena ako (Ans). Druhym krokom je napisanie lavej strany
rovnice do kalkulacky cos(Ans). To ¢o teraz ndm ostdva urobit je uz len stlacat rovnd sa dookola,
alebo teda pokial nebudeme spokojny s presnostou vysledku. To ¢o sa deje je, Ze pri kazdom
stlaceni rovnd sa sa vypocita lava strana rovnice s novym odhadom a vysledok sa automaticky
ukladd do Ans. To ako zistime, na akej sme presnosti je z odpozorovania, ktoré desatinné ¢isla
sa uz nemenia. Pre nds to bude predstavovat

zo = 0,5,

r1 ~ 0,878,
T9 ~ 0,639,
x3 ~ 0,803,
x4 ~ 0,695,
x5 ~ 0,768,
ze ~ 0,719,
x7 ~ 0,752,
rs ~ 0,730,
Tg ~ 0,745,
T10 ~ 0,735,
r11 ~ 0,742,
12 ~ 0,737,
r13 ~ 0,740,
r14 ~ 0,738,
x15 ~ 0,740

Hoci sa moze javit, Ze ku vysledku prichddzame pomalsie, v skutocnosti je mozné dosiahnut
dostatocne presny vysledok v ramci desiatok sekiund, pretoze nerobime ni¢ iné, iba dookola
stlacame tlacidlo rovna sa na kalkulacke.
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Je ale potrebné dat si pozor, pretoze v niektorych pripadoch ak je nas vztah, tak povediac zle
sa chovajici, alebo ak nas prvotny tip je prili§ daleko od pravdy, potom sa moze polahky
stat, Ze pri iterdciach sa ku Zziadnemu vysledku nebudeme priblizovat. Typicky nam vysledok
vyrazu uleti do +oo, alebo vlozena hodnota sposobi matematicki chybu, ako napriklad, ze do
odmocniny vkladdme zdporné ¢islo. V takomto pripade je idedlne skisit inid hodnotu prvého
odhadu, pricom typicky sa da tento odhad zlepsit zamyslenim sa nad vlastnostami skimanej
rovnice, alebo nad fyzikalnou podstatou skimaného problému.

9.1.3 Metdda polenia intervalov (Bisection)

Tu uz sme pri o nieco komplikovanejsej metdde. Nie, ze by bola naro¢nejsia na pochopenie ako
iteracnd metéda, ale nedd sa pouzivat tak automatizovane. Ziklad je zaloZeny na urcovani
znamienka v polovici vybraného intervalu. Tento interval najprv vyberieme viac-menej

ndhodne a nésledne ho upravujeme prave podla znamienka. Myslim si, Ze najjednoduchsie
je ju pochopit na priklade.

N&s priklad, v zdkladnom tvare, je cos(x) — z = 0, teda s nulou na jednej strane. Vyuzijeme
opit nasu vyhodu, ktord pozndme, Ze riesenie je medzi 0 a 1. To bude nas interval oznaceny

ako
apg = 0 ; b(] =1. (916)
Takto nas prvy odhad bude zy, = 0,5, teda presne uprostred intervalu (a sme pri nazve).
Vysledok podla kalkulacky teda bude
cos(xg) — xg = 0,378 > 0. (9.17)

Vidime, ze vysledok je vicsi ako nula, teda nasledujuici krok je, ze stred intervalu zy bude novou
hranicou intervalu, v nasom pripade Tavym, kladnym, pretoze cos(ag) — ag = 1 > 0.

a=05 ; b=1 = 2,=075. (9.18)

Potom

cos(z1) —x1 = —0,028 < 0. (9.19)

Takze sme v opa¢nom pripade, teda vysledok je mensi ako nula. To znamend, ze musime na
miesto x; premiestnit pravi hranicu intervalu, zapornt, pretoze cos(b) — by = —0,456 < 0.

Qg = 075 i bg = 0,75 = To = 0,625 (920)
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takto mozeme postupovat d'alej a dalej, konkrétny popis tu uz nebudem opakovane pisat, len

uvediem vysledky aby sa dalo vidiet priblizovanie sa k vysledku.

az = 0,625
ay = 0,6875
as = 0,71875
ag = 0,734375
ag = 0,734375
ag = 0,734375
ar = 0,73828125

?

I

by = 0,75
by = 0,75
bs = 0,75
bs = 0,75
bs = 0,75

b = 0,7421875
b; = 0,7421875

U 2R 20

x5 = 0,6875,
x4 = 0,71875,
x5 = 0,734375,

26 = 0,7421875
76 = 0,7421875
26 = 0,73828125,
27 = 0,740234375 .

Co je uz vysledok presny na 2 desatinné miesta, nieco k ¢omu sme sa pri iterativnej metdde

priblizili len tak tak az po Sestnastich iteraciach.

9.2 Statistika

Hoci sa na datovej analyze, vramci astronomickej olympiady ¢astokrat vyzaduje tvorba linearnej

regresie grafickym sposobom, obéas sa predsa len hodi vediet ako ju uskutocnit aj na kalkulacke.

K tomu... TBD.
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Zaver

T4to, nazvime to publikdcia, vznikla aby pomohla vsetkym studentom, ktorf sa chci zapojit do
astronomickej olympiady a nemaju zatial skiisenosti s tajmi datovej analyzy. Ked'ze to vznikalo
ako dielo pisané po veceroch a nociach, je mozné, ze sa tu obcas vyskytnu chyby, alebo, ze styl
pisania je viac autorsky ako je pri odbornych textoch bezné. Napriek tomu, ak informacie
spisané vyssie pomozu aspon niekomu, tak cely tento projekt povazujem za tispesny.

Rozhodne mi nedd nespomentit, Ze ddtovd analyza by nemala byt iba prekdzka na ceste k
medaile na astronomickej olympidde. Datova analyza je znalost, ktord je podla mojho stdle
nedocenovana, alebo minimalne nevyzadovana v dostatocnej kvalite. Ako predsa len mo6zeme
potvrdit, ¢i je nejakd, fyziku rdcajica, tedria spravna, ak si nie sme isty presnostami nésho
experimentu. Hoci sa na trovni astronomickej olympiady stretavame castokrat iba so zakladmi,
predsa len slizia na vybudovanie zakladnych néavykov a urcitého citu pre vec aj do budicna.

Ak by ste cheeli pomoct s recenziou, opravami, vecnymi pozndmkami, nevéahajte ma kontaktovat
na oficidlnej adrese samucl.amrich@aosk sk.


samuel.amrich@aosk.sk
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10. Z&ver

Obr. 10.1: A na zaver, Pes.
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